
試閱本
5.5有理函數的積分：部分分式法



《白
話微
積分
》

試閱
本

《白
話微
積分
》

試閱
本

《白
話微
積分
》

試閱
本

試閱本 5.5. 有理函數的積分：部分分式法

5.5 有理函數的積分：部分分式法
遇到積分 ∫

dx

x2 −4
(5.1)

我們可以因式分解，然後拆成兩項，便容易分別積出∫
dx

(x +2)(x −2)
= 1

4

∫
1

x −2
− 1

x +2
dx

= 1

4

[
ln |x −2|− ln |x +2|

]
+C

(5.2)

至於 ∫
x2

x2 +1
dx

可拆成 ∫
1− 1

x2 +1
dx = x − tan−1(x)+C

以上所示，不外簡單拆項與利用
∫

dx

1+x2 = tan−1(x)+C 。
一般來說，若是分子分母更複雜，比方說

∫
2x3 −4x −8

(x2 −x)(x2 +4)
dx，

就沒這麼容易了。
現在要探討的主題，就是一般而言，如何對於有理

函數 N (x)

D(x)
做積分，其中 N (x),D(x)為互質 1 的多項式。

假如 N (x)

D(x)
是假分式，即 deg N (x) ≥ degD(x)，那麼

我們可以將其化為帶分式。就是說，先用除法原理寫成

N (x) = D(x)Q(x)+ r (x)

於是原來分式
N (x)

D(x)
= D(x)Q(x)+ r (x)

D(x)
=Q(x)+ r (x)

D(x)

1 即 N (x),D(x)最高公因式為 1。若不互質，消去公因式就好了。

2 微積分福音 http://CalcGospel.top
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Q(x)是多項式，積分毫不成問題，所以我們現在只須
專注在真分式的處理方式。仿效式子(5.1)、式子(5.2)的
經驗，我們首先對分母作因式分解，再試著把原分式拆
開成幾個更簡單的分式。因為在大一微積分我們不太
考慮複數的問題，所以可能會有不可分解的二次因式
(ax2 +bx + c) , b2 −4ac < 0。分母 D(x)分解後可能是

D(x)

=(
x −a1

)d1
(
x −a2

)d2
(
x2 +b1x + c1

)d3
(
x2 +b2x + c2

)d4

有一次因式也有二次因式，各自有其次方。若一堆符號
看來頭昏，舉個具體例子：

N (x)

(x −1)2(x +3)5(x2 +x +4)(x2 −2x +5)3

但這樣看還是有點複雜，讓我們先看看較簡單的
N (x)

(x +2)4
(5.3)

此時的分母是四次式，而我們一開始就預設整個式子
是真分式，所以分子 N (x)必為三次以下。而對於三次
以下的 N (x)，我們在高中學過，一定可以把它寫成

N (x) = a(x +2)3 +b(x +2)2 + c(x +2)+d

於是式子(5.3)便成
a(x +2)3 +b(x +2)2 + c(x +2)+d

(x +2)4

= a(x +2)3

(x +2)4
+ b(x +2)2

(x +2)4
+ c(x +2)

(x +2)4
+ d

(x +2)4

= a

x +2
+ b

(x +2)2
+ c

(x +2)3
+ d

(x +2)4

這樣便成功拆成幾項好積的分式。

http://CalcGospel.top 微積分福音 3
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∫
2x3 +11x2 +23x +13

(x +2)4 dx

解
如前所示，第一步要解出

2x3+11x2+23x+13 = a(x+2)3+b(x+2)2+c(x+2)+d

可使用綜合除法來解出那些係數。不過綜合除法並
非唯一手段，也可以用比較係數。領導係數是 2，所
以右式領導係數 a = 2；二次係數是 11，所以右式二
次係數 a ·6+b = 11 ⇒ b =−1；一次係數是 23，所以
右式一次係數 a ·12+b ·4+c = 23 ⇒ c = 3；常數項是
13，所以右式常數項 a ·8+b ·4+c ·2+d = 13 ⇒ d =−5

。於是∫
2x3 +11x2 +23x +13

(x +2)4
dx

=
∫

2(x +2)3 − (x +2)2 +3(x +2)−5

(x +2)4
dx

=2
∫

dx

x +2
−

∫
dx

(x +2)2
+3

∫
dx

(x +2)3
−5

∫
dx

(x +2)4

=2ln |x +2|+ 1

x +2
− 3

2(x +2)2
+ 5

3(x +2)3
+C

例題 5.5.1

處理完分母只有一個一次因式的情形，現在來看
分母是多個一次因式

N (x)

(x +2)4(x −1)2
(5.4)

只要先拆成
N1(x)

(x +2)4
+ N2(x)

(x −1)2
(5.5)

這樣立刻簡化為剛剛的問題！所以式子(5.4)最後會拆成
N (x)

(x +2)4(x −1)2
(5.6)

4 微積分福音 http://CalcGospel.top
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= a

x +2
+ b

(x +2)2
+ c

(x +2)3
+ d

(x +2)4
(5.7)

+ e

x −1
+ f

(x −1)2
(5.8)

具體以
∫

5x2 +20x +6

x3 +2x2 +x
dx為例。先分解分母 x3+2x2+

x = x(x2 +2x +1) = x(x +1)2，得知被積分函數可分解為
5x2 +20x +6

x3 +2x2 +x
= a

x
+ b

x +1
+ c

(x +1)2
(5.9)

剛剛介紹不使用綜合除法的方法，其實是因為像現在
如果我們還要先拆成 N1(x)

x
+ N2(x)

(x +1)2 ，再分別用綜合除
法，這樣太麻煩了，光是第一步就不好拆。既然我們已
經知道最後會是式子(5.9)的形式，只要再設法解出未知
係數就好了。為簡便，第一步可先等號兩邊同乘以分
母，得到

5x2 +20x +6 =
[a

x
+ b

x +1
+ c

(x +1)2

]
· x(x +1)2

=a(x +1)2 +bx(x +1)+ cx (5.10)

接著比較係數
a +b = 5

2a +b + c = 20

a = 6

⇒ (a,b,c) = (6,−1,9) (5.11)

這樣就知道∫
5x2 +20x +6

x3 +2x2 +x
dx =6

∫
dx

x
−

∫
dx

x +1
+9

dx

(x +1)2

=6ln |x|− ln |x +1|− 9

x +1
+C

比較係數並不總是簡便，像此例，比較係數就出現
三元一次方程組，只是恰巧其中一個是 a = 6，導致這
裡可以很快解出。若在別題，也許不會這麼舒服。所以

http://CalcGospel.top 微積分福音 5



《白
話微
積分
》

試閱
本

《白
話微
積分
》

試閱
本

《白
話微
積分
》

試閱
本

試閱本 5.5. 有理函數的積分：部分分式法

這裡我再介紹另一個手法：代數值。因為式子(5.10)的
意思是左右兩邊是恆等的，那麼當然我代什麼 x 值進
去，函數值皆相等。而在代的時候，盡量代好算的值。
注意到右式有兩項含有 (x +1)，所以代 x =−1：

−9 = 0+0− c ⇒ c = 9

因為有兩項含有 x，所以代 x = 0：

6 = a +0+0

現在就差 b 了，x = 0和 x = −1都代過了，怎麼辦呢？
此時有兩種選擇：第一，沒人規定一定要看著因式代，
那只不過是會出現 0感覺簡便而已，所以下一步我們可
以代 x = 2，也可以代 x = 1。代什麼都好，盡可能好算
就行。第二，比較二次係數：5 = a +b。比較係數法與
代數值，並不是那麼涇渭分明，不是說你用了一個方法
就要直通到底，其實可以靈活地隨時變換方法。

∫(
x

x2 −3x +2

)2

dx

解
(

x

x2 −3x +2

)2

= x2

(x −1)2(x −2)2

= A

x −1
+ B

(x −1)2
+ C

x −2
+ D

(x −2)2

⇒ x2 = A(x −1)(x −2)2 +B(x −2)2

+C (x −2)(x −1)2 +D(x −1)2

x = 1：
B = 1

例題 5.5.2

6 微積分福音 http://CalcGospel.top
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x = 2：
D = 4

比較三次係數及常數項{
A+C = 0

−4A+4B −2C +D = 0
⇒ A = 4,C =−4

於是 ∫(
x

x2 −3x +2

)2

dx

=
∫

4

x −1
+ 1

(x −1)2
− 4

x −2
+ 4

(x −2)2
dx

=4
∫

dx

x −1
+

∫
dx

(x −1)2
−4

∫
dx

x −2
+4

∫
dx

(x −2)2

=4ln |x −1|− 1

x −1
−4ln |x −2|− 4

x −2
+C

∫
x +1

x3 +x2 −6x
dx

解
分解分母 x3 +x2 −6x = x(x −2)(x +3)，故
x +1

x3 +x2 −6x
= A

x
+ B

x −2
+ C

x +3

⇒ x +1 = A(x −2)(x +3)+B x(x +3)+C x(x −2)

代值 ⇒


(x = 0) 1 =−6A

(x = 2) 3 = 10B

(x =−3) −2 = 15C

故 ∫
x +1

x3 +x2 −6x
dx

例題 5.5.3

http://CalcGospel.top 微積分福音 7
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= − 1

6

∫
dx

x
+ 3

10

∫
dx

x −2
− 2

15

∫
dx

x +3

= − 1

6
ln |x|+ 3

10
ln |x −2|− 2

15
ln |x +3|+C

以上便討論完分母只含一次因式的情況，現在我
們要接著討論分母含有不可約 ( irreducible ) 二次式
ax2 +bx + c,b2 −4ac < 0該如何處理。
首先最簡單的情況∫

dx

1+x2
= tan−1(x)+C

接著考慮稍微複雜些，x2 的係數是 a2∫
dx

1+a2x2

我們要善於化未知為已知，設 u = ax，於是∫ 1
a du

1+u2
= 1

a
tan−1(u)+C = 1

a
tan−1(ax)+C

改為考慮常數項是 b2 ∫
dx

b2 +x2

改用參變代換，設 x = bt，於是∫
b dt

b2 +b2t 2
= b

b2

∫
dt

1+ t 2

= 1

b
tan−1(t )+C = 1

b
tan−1(

x

b
)+C

最一般的情況 ∫
dx

b2 +a2x2

設 ax = bt ∫ b
a dt

b2 +b2t 2
= 1

ab

∫
dt

1+ t 2

8 微積分福音 http://CalcGospel.top
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= 1

ab
tan−1(t )+C = 1

ab
tan−1(

a

b
x)+C

所以對於分子是常數、分母是缺一次項的二次式
∫

dx

b2 +a2x2，
我們現在都會做了，這一系列都和 tan−1有關。至於分
子如果是一次式，若設分母為 u，那麼分母的導函數正
是純一次項，所以只要直接將分子的兩項分開就好了。
具體例子如∫

6x +5

2+3x2
dx =

∫
6x

2+3x2
dx +5

∫
dx

2+3x2

後項就是剛剛才討論出來的類型，前項只要設 u =
3x2 +2, du = 6x dx，便可輕鬆做出。

討論完分母為缺一次項二次式的情況，要處理分
母為一般的二次式

∫
dx

ax2 +bx + c
就容易了。化未知為已

知，我們只要將其化為缺一次項的形式就好了，這個技
巧我們早在國中就學過：配方法。例如∫

dx

x2 +2x +5
=

∫
dx

(x +1)2 +22

此時只要設 x +1 = 2t，就有∫
2 dt

22t 2 +22
= 1

2
tan−1(t )+C = 1

2
tan−1 (x +1

2

)+C

所以，分子為常數，分母為一般的不可約二次式，我們
也都會做了。至於連分子也是一次式的情況，在討論之
前，先回去修改剛剛的作法。剛剛的過程是先配方，再
設變數代換。現在修改成直接變數代換：∫

dx

x2 +2x +5
=

∫
dt

t 2 +22

這裡我取一個名稱：配方代換。因為 x2 +2x +5會配方
成 (x +1)2 +4，所以設 t = x +1。既然前面討論完分母
缺一次項的作法，所以有一次項就用配方代換來變成
缺一次項。於是對於分子為一次式的情況即可寫成∫

3x −1

x2 +2x +5
dx

http://CalcGospel.top 微積分福音 9
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=
∫

3t −4

t 2 +22
dt = 3

∫
t dt

t 2 +22
−4

∫
dt

t 2 +22

= 3

2
ln

∣∣∣t 2 +22
∣∣∣−4 · 1

2
tan−1(

t

2
)+C

= 3

2
ln

∣∣∣x2 +2x +5
∣∣∣−2tan−1 (x +1

2

)+C

就這樣，一般的
∫

Ax +B

ax2 +bx + c
dx 我們都能對付了。

性質 5.5.1
∫ Ax+B

ax2+bx+c
dx 的處理策略

對於
∫

Ax +B

ax2 +bx + c
dx，用配方代換 t = x+ b

2a，使其
變成

∫
A′t +B ′

a′t 2 +b′ dt，再拆成 A′
∫

t dt

a′t 2 +b′+B ′
∫

dt

a′t 2 +b′，
前者用 u = a′t 2 +b′代換、後者和 tan−1 有關。

理論上，對於
N (x)

(x +2)2(x −1)(x2 +2x +5)3
(5.12)

我們是可以拆成
A

x +2
+ B

(x +2)2
+ C

x −1

+ Dx +E

x2 +2x +5
+ F x +G

(x2 +2x +5)2
+ H x + I

(x2 +2x +5)3

(5.13)

待決定完係數之後，我們有四類形式的積分要解決：
(1)

∫
dx

x +a
(2)

∫
dx

(x +a)n

(3)
∫

Ax +B

ax2 +bx + c
dx (4)

∫
Ax +B

(ax2 +bx + c)n dx

(1)與 (2)是最簡單的，直接可做出來。至於 (3)則正是
剛剛花些篇幅討論出了，所以現在也能對付。最麻煩的
是 (4)，比較沒那麼容易。在進行對 (4)的探討前我先聲
明，各個微積分教科書中對此的介紹深淺不一，許多流
行的歐美教科書都只是簡單帶過而已。所以你可以視
自己需求決定要不要看這裡對 (4)的討論，也可以先跳
去看例題再說。

10 微積分福音 http://CalcGospel.top
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仿照剛剛的討論，先用配方代換來使分母變成缺
一次項：∫

Ax +B

(ax2 +bx + c)n
dx =

∫
A′t +B ′

(a′t 2 +b′)n
dt

再仿照剛剛，拆成

A′
∫

t dt

(a′t 2 +b′)n
+B ′

∫
dt

(a′t 2 +b′)n

前項直接設分母為u就解決了，所以我們剩下
∫

dt

(a′t 2 +b′)n

的問題。而這又可簡稱為
∫

dx

(x2 +1)n 的問題，因為正如
前面所示，我們總是可以透過代換來讓那兩個係數變
成 1。

先看個簡單一點的 n = 2：∫
dx

(x2 +1)2

=
∫

sec2(t ) dt

sec4(t )
x = tan(t )

=
∫

cos2(t ) dt = 1

2
t + sin(2t )

4
+C

= 1

2
t + sin(t )cos(t )

2
+C = 1

2
t + 1

2
· tan(t )

sec2(t )
+C

= 1

2
tan−1(x)+ 1

2
· x

x2 +1
+C

看起來只要簡單做個三角代換 x = tan(t )就好，不過隨
著 n 越大，代換完畢後的

∫
cos2n−2(t ) dt 也就越麻煩。

實際上也不太須要擔心，因為一般來說，大一微積分課
程不會真的拿分母有不可約二次式的高次項來惡搞你。
另一個方法是寫出漸降式

In =
∫

dx

(x2 +1)n
=

∫
x2 +1−x2

(x2 +1)n
dx

=
∫

dx

(x2 +1)n−1
−

∫
x · x dx

(x2 +1)n

http://CalcGospel.top 微積分福音 11
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分部積分 = In−1 −
[
−x · 1

2(n −1)
· 1

(x2 +1)n−1

+ 1

2(n −1)

∫
dx

(x2 +1)n−1

]
= 1

2n −2
· x

(x2 +1)n−1
+ 2n −3

2n −2
In−1

當 n = 1時是我們熟悉的 I1 =
∫

dx

x2 +1
= tan−1(x)+C 。接

著依序寫出

I2 = 1

2
· x

x2 +1
+ 1

2
tan−1(x)+C

I3 = 1

4
· x

(x2 +1)2
+ 3

4
I2

= 1

4
· x

(x2 +1)2
+ 3

8
· x

x2 +1
+ 3

8
tan−1(x)+C

依次類推，理論上所有次方都是能對付的。
∫

dx

x3 +1

解
1

x3 +1
= 1

(x +1)(x2 −x +1)

= A

x +1
+ B x +C

x2 −x +1

⇒ 1 = A(x2 −x +1)+ (B x +C )(x +1)

比較係數得
A+B = 0

−A+B +C = 0

A+C = 1

⇒ A = 1

3
,B =−1

3
,C = 2

3

若要代數值，第一步代 x =−1可得 A = 1

3
；接著代

x = 0，可避免 B 的出現，得 A+C = 1；最後再隨意

例題 5.5.4
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5.5. 有理函數的積分：部分分式法 試閱本

代，或者直接看領導係數，解出 B 。於是∫
dx

x3 +1
= 1

3

∫
dx

x +1
− 1

3

∫
x −2

x2 −x +1
dx

配方代換 x − 1
2 = t = 1

3

∫
dx

x +1
− 1

3

∫ t − 3
2

t 2 + 3

4

dt

拆項 = 1

3

∫
dx

x +1
− 1

3

∫
t dt

t 2 + 3

4

+ 1

2

∫
dt

t 2 + 3

4

t =
p

3
2 k = 1

3

∫
dx

x +1
− 1

3

∫ 1
2 du

u

+ 1

2

∫ p
3

2 dk
3

4
k2 + 3

4

2mm] = 1

3
ln |x +1|− 1

6
ln |u|

+ 1p
3

∫
dk

k2 +1
+C

= 1

6

(
2ln |x +1|− ln

∣∣∣x2 −x +1
∣∣∣)

+ 1p
3

tan−1(k)+C

= 1

6

(
ln(x +1)2 − ln

∣∣∣x2 −x +1
∣∣∣)

+ 1p
3

tan−1 ( 2tp
3

)+C

= 1

6
ln

∣∣∣∣∣ (x +1)2

x2 −x +1

∣∣∣∣∣

http://CalcGospel.top 微積分福音 13
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試閱本 5.5. 有理函數的積分：部分分式法

+ 1p
3

tan−1 (2x −1p
3

)+C

有理函數的積分，經常會做到後面式子很複雜。但
我們已經理出一般性的策略，只要按這模式，就可以解
決有理函數的積分。縱使過程複雜，只要耐著性子寫，
通常不難寫出來。

∫
dx

x4 +1

解
首先應注意

x4 +1 =x4 +2x2 +1−2x2

=(
x2 +1

)2 − (p
2x

)2

=(
x2 + p

2x +1
)(

x2 − p
2x +1

) 平方差公式

所以
1

x4 +1
= Ax +B

x2 + p
2x +1

+ C x +D

x2 − p
2x +1

⇒ 1 =(
Ax +B

)(
x2 − p

2x +1
)+ (

C x +D
)(

x2 + p
2x +1

)
比較常數項，可得 B +D = 1；比較 x3 係數，可得
A+C = 0；比較 x2係數，可得 B − p

2A+D+ p
2C =

1+2
p

2C = 0；最後再比較一次係數，就可以解出
A =

p
2

4
,B = 1

2
,C =−

p
2

4
,D = 1

2
。於是∫

dx

x4 +1

=
∫ p

2
4 x + 1

2

x2 + p
2x +1

dx +
∫ −

p
2

4 x + 1
2

x2 − p
2x +1

dx

=
p

2

4

∫
x + p

2

x2 + p
2x +1

dx −
p

2

4

∫
x − p

2

x2 − p
2x +1

dx

例題 5.5.5
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5.5. 有理函數的積分：部分分式法 試閱本

=
p

2

4

(∫ t +
p

2
2

t 2 + 1
2

dt −
∫ k −

p
2

2

k2 + 1
2

dk

)

=
p

2

4

(∫
t

t 2 + 1
2

dt −
∫

k

k2 + 1
2

dk

)

+ 1

4

(∫
dt

t 2 + 1
2

+
∫

dk

k2 + 1
2

)

=
p

2

8

(
ln

∣∣∣∣t 2 + 1

2

∣∣∣∣− ln

∣∣∣∣k2 + 1

2

∣∣∣∣)
+ 1

4

(p
2tan−1(

p
2t )+ p

2tan−1(
p

2k)
)
+C

=
p

2

8
ln

∣∣∣∣∣x2 + p
2x +1

x2 − p
2x +1

∣∣∣∣∣+
p

2

4

(
tan−1 (p

2x +1
)

− tan−1 (p
2x −1

))+C

=
p

2

8
ln

∣∣∣∣∣x2 + p
2x +1

x2 − p
2x +1

∣∣∣∣∣+
p

2

4
tan−1

( p
2x

1−x2

)
+C

∫
x2 −1

(x2 +1)(x +2)
dx

解
x2 −1

(x2 +1)(x +2)
= A

x +2
+ B x +C

x2 +1

⇒ x2 −1 = A(x2 +1)+ (B x +C )(x +2)

代 x =−2得 3 = 5A；代 x = 0得 −1 = A+2C；比較領
導係數得 1 = A+B 。故可解出 A = 3

5
,B = 2

5
,C =−4

5
。於是∫

x2 −1

(x2 +1)(x +2)
dx

例題 5.5.6
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試閱本 5.5. 有理函數的積分：部分分式法

= 3

5

∫
dx

x +2
+ 2

5

∫
x dx

x2 +1
− 4

5

∫
dx

x2 +1

= 3

5
ln |x +2|+ 1

5
ln

∣∣∣x2 +1
∣∣∣− 4

5
tan−1(x)+C
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